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���	�����������	����� ��	��! ��������"�#���	�����������	����� ��	��! ��������"�#���	�����������	����� ��	��! ��������"�#���	�����������	����� ��	��! ��������"�#	 			

				
�������� 	 		 		 		 	 ��$�$�"�%	 			 a 	&	b 	 ��'�'�"�#	 ��!(���	 "�	 A	  "!���)	 b 	&	c 	 ��'�'�"�#	

��!(���	"�	 B	 "!���)	�* 	 a 	&	c 	��'�'�"�#+	 C 	 "!���,				
-�!�� "�%	 a	&	b	 ��!(�'	 ��'�'�"��(	 ��.��'	 �����������#,	 �'	$�	

/���	 a 	�����������#,	
a 	�����������	"�	0�! �����	 a	&	b	��'�'�"�#	&)	��*��(���0"*)	 B	&	

C	 "!"�#	1 ,B b C aÎ Î 2,	
��"	 B	&	C	 "!"�#	���#� �"�)	�0�	 ��	 a	&	b	��'�'�"�#	 ���#� �"�)	

 ��	 a)	b	&	c	��'�'�"�#	 ��.�"�	��&�����	 "!�(,	"	�" #)	&	�"	����*#	� �3
 �*���	4	5�$��	0�������,	�"!&�6��	 B	&	C	 "!"�#	!��6"�	"�,	

7!�.(���	4)	��	 c 	��''�	 B	&	C	 "!"�#	0�! �����	"�	 a 	����������#)	
���"��	 C	��'�'#	�����0"*	0�! �����	4	 a 	����������#,	��*0�*�(+	&	 a)	
&	b)	&	c	��'�'�"�#	0�! �����	"�	 a 	����������#,			

	

				
8�8�8�8�		����$�"�%	��$	 "!"��	"�	 A)	B)	C	&	D	 "!"�#,	��"	��$	 "!"��.	��&4	

"�"%#	9!�("�	��&�����	��''�	(��)	�0�	9��������	 ���"� ��	��("�:	%�3
�� �(	������������"�)	����%	 ��.�"�	�"�.	��$	"�"%	 "! "��()	��*��%�	
5�$��	0�������	6�(�����'	������������"��	%��� #	 /�� �	��("�:,	

��"	��$	 "!"��	�;	��	"<�� 	;9!�(�	��&�����	��''�	(�� )	�0�	"<�� 3
�"��.	�����%��;�����(	 ��.��	�����������)	���	4/	���� �	�" #,		

��"	��$	 "!"��	��&4	"<�� 	0������ �'	�����������#	0 ������ ���	4	
��&	 ;�����$	  "!#)	 �0�	 $�	 ��� 	 ������������	 4)	 ��#	 0�� ���� ���	 4	
!�(��	 "!"��.	�<�(�=�	"�"%#,		

��"	 "<�� �"��.	 �����%��;�����(	 ��.��'	 �����������#	 ; �	 0������3
 ���	 ;�����$	  "!#)	 �0�	 �����%��;����	 "<�� �(	  ��.��	 � " 	 ������3
�����)	 �* 	 ;��*	  "!�(	 �;	 ��	 �����������	 ;�	 ��.��,	 ��$ 	$"0%���	 !�(��	
 "!"��.	�<�(�=�	"�"%#	0������ �'	������������"��	%�� � #	��(�3
*��	 /���	�����(��	"<�� �"��	%��� ��,		

�* 	$���%	;��*�	"�+	1>)	?)	@2A		1>)	?)	B2A		1>)	@)	B2A		1?)	@)	B2,		
	 	 	 	 					C�!�+	 ��	��("�:	%��� �()	 ��	�" )	 ��	;��*,	
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D�D�D�D�				 				E���	 ��	 A)	B)	C	&	D	 "!"�#	#� ��	"�	 ��	 ��������������)	&	 AB	��	 CD	
��'�'�"�#	=��9��"<	;"�)	�0�	("�:���"�*	 ��!("�	��;3�� 	 "!���,	�'	
$�	/���	 K	 "!#,		

							C�! ��"/�(	 AB	 ��''��+	 K	  "!#	  0�!3
 ���	 ABM	 ����������#,	 F��.	 ���	 0�!3
 �����	 4	 ��&	 CD	 ��''��)	 �"!&�6��	
 0�! ���	 ��&	 CDM	 ����������#,	
��*0�*�(+	 M	&	K	  "!"�#	0�! �����	 "�	&	
ABM)	&	CDM	������������"���,	 ���"��	 ��$	
������������"��	 #�$������	 ��'�'#	 MK	
��'�'�	 4)	 ��#	 ��!���	 4	 ABCD	 �����������#	
K	 "!���,	

										
	

	C�!�+	���)	 AB	&	CD	��'�'�"��	��!���	 K	 "!���,	
	

	
���	G��.��.�;	5�$���"����	G��.��.�;	5�$���"����	G��.��.�;	5�$���"����	G��.��.�;	5�$���"�	 			

				
�������� 				 BAM	&	AMD	������������"��	���"�	 A	&	M	#�$������	 "!"�#,	�"!&3

�6��	��!(���	"�	 AM	��''�(,	
	 	 C	&	D	 "!"��.	�����%��;����#	0�! �����	4	&	 BDC)	&	CMD	������3

������"���,	���"��+	��$	������������"�#	��!(���	"�	 CD	��''�(,	
	

8�8�8�8�								 7"'���	 �!%"��	 ����� "!"�#	 �H��� "�%	 A3�()	 B3�()	 C3�(	&	 D3�(,	
��	 �"/�(	 ���.�"�%	 B	&	D	 "!"�#)	����*�(+	 A	&	C	 "!"�#	1��*��%�	!�3
�"�%	 ABCD	%�<�� ���	 �� �����9�"�#2,	 ��"	 �"/"�#	 ��!("�	 ��;3��	 M	
 "!���)	�0�	 ���"���%	 BD	&	AC	��!(�'	��'�'�"�#,	�"!&�6��	����3
.�(	 ��.��'	 �����������	 9���������	  ���"��,	 ��$	 ����� ���������	 4/	 #�3
 ��	 /��"�	*"'���	�!%"��	����� "!"�#,	

	 	 ��"	 �"/"�#	 ;��!("�)	 �0�	*"'���	 �!%"�#	 ;"�	9!�(���	 �� 	 ������3
����	�":,	E���	��	"�"	����%	9!�("��	��	����������	� ":)	�0�	��0"*	
��<��.� 	%�<�� ���	�� �����9�"�	 ��!("��,	
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D�D�D�D�				 �;,	 -�!�� "�%)	 I���� )	 ABCD	 6���9#,	
ABD)	 BDC	 &	ADC	 �����������"��	 ���"�	 #�$3
������	  "!+	 D3�,	 F��.	 ABD	 &	BDC	 ������3
������"��	 #�$������	  "!"��	 #� ��	 "�	 BD	
��''�)	 �* 	 BDC	 &	ADC	 ������������"��	 #�$3
������	  "!"�#+	 DC	 ��''�	 (��,	 �* 	 ��$	 ��3
'�'�"�#	 D3�.	 6�.�	 ��/	 #�$������	  "!"�	
;���"�)	 %���	 ��	 �� �<� 	 $"0%���	 BD	 &	DC	
��'�'�"�#	 ���#� �"��,	

				 				 				
J�J�J�J�	 92	�;,	����$�"�%	 ABCD	��''�� ���	"�"%	9�9��)	I���� )	 A3�)	B3�	&	

C3�	0�! �����	"�	��&4	 a	����������,	 ABCD	��''�� ���	������������	
4/	��'	/���	 b	�����������#,	

	 	 ��$	 $"0%���	 &	 a	 �����������#)	 &	 b	 �����������#	  0������ "�	 	 ��	
��''�	 (��	 ;9!�(�'	 A)	B	 &	C	  "!"�#,	 �* 	 %���	 ��	 ��$0��*�	 ������3
�����#	 ��� �	 4)	 �0�	 a	 �����������#	  ���#� ��	 b	 ����������	 �"!	 &	
 0������ �	 ��&	 D	  "!#)	 ��*��%�	 ��''�� ���	 6�/��	 9�9���"�#	  #3
0�! ��"�	 a	����������#,	

				
				

��8	��'�'�"��	&	������������"��	=��9��"<�������#	��8	��'�'�"��	&	������������"��	=��9��"<�������#	��8	��'�'�"��	&	������������"��	=��9��"<�������#	��8	��'�'�"��	&	������������"��	=��9��"<�������#	
!��������������!��������������!��������������!��������������	 			

				
				�������� 				 E���	 ��	 M3#	 AD3�)	 �* 	 K3�	 BD3�	

��:�� "!�	 4)�0�	 MK3�	 ABD	 "<�� ���	
��:��	9���	4,	���"��+	 AB	���MK, �"!&�6��	
AB3�	 =��9��"<	 /��"/�(	 MKL	 ����������		
MK	��''��)	#*!		��''�	&	����������	=��9�3
�"<������	 ���!���H�)	 =��9��"<	 4	 MKL	
����������#,	

				

8�8�8�8�				 ��0"*	 ABD	 &	BDC	 "<�� �����"��	 ��3
:��	9�"�+	 MK	���AB)� KL	 ���BC,	 ���"��+	 MKL	
����������	 "� ��	 ��!(�'	 ��'�'�"�#	 ��3
��0�!�*5���6��	 =��9��"<	 "�	 ABC	
����������	 "� ��	 ��'�'�"���,	 
"�:���.)	 #*!	 ���������� ��"��	 =��9�3
�"<������	���!���H�)	�"!&���	4)	��	��$	������������"� #	=��9��"<	"�,		
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D�D�D�D�				 ����$�"�%	 a	&	b	 =��9��"<	 ��3
'�'�"�#	��!���	"�	 a	&	b	=��9��"<	
������������"�#	 ����0�!�*3
5���6��  A)	B	&	C)	D	 "!"����,	

��0"*	=��9��"<	 ��'�'�"�+	 a	&	
b	 ��'�'�"�#	 9!�(���	 "�	 ��;3��	 g	
��������������,	 C��=	 4)	 ��	 AC	 &	
BD	��'�'�"�#	�����0"*	9!�(���	"�	
g	 ��������������,	 ���"��+	 ��$	
��'�'�"�#	  ���'	 "�	  ��	 ��!("/)	
 ��	 /��"/	 =��9��"<,	 F��.	 ����%	
;"�	  ���'	 ��!("/)	 %���	 ��	 ��$	
$"0%���	 ����.	 #�$������	  "!#	
 0�! ��"�	&	 a	����������#)	&	 b	����������#,	�* 	$�	 �� �*"�	 a	&	
b	������������"��	=��9��"<������	0�������,	���"��+	 AC	���BD,	��*0�3
*�(+	 AB	���CD)	AC	���BD,	�"!&�6��	 ACDB3�	=��9��"<�9��	4,	

	

J�J�J�J�					 �'	 ABCD	!����� ��	%�<�� ���	  �'�"��	 ��:�� "!"�#	/��"�	 M)	
N)	P	&	Q	 "!"�#,	

NP3�)	 ��0"*	 BCD	 "<�� ���	 ��:��	 9��)	 =��9��"<	 4	 BD3��	 &	 ��3
(�*��	4	���	 "*��,	 MQ3�	�����0"*	=��9��"<	4	 BD3��	&	��(�*��	4	���	
 "*��)	%���	��	 ABD	"<�� ���	��:��	9���	4,	

				��*0�*�()	 NP	 &	MQ	 ��'�'�"�#	 =��9�3
�"<	 "�	 BD	 ��''��)	 �"!&�6��	 =��9��"<	 "�	
������.,	 
"�:���.	 �"!&���	4)	 ��	 NP	&	MQ	
��'�'�"�#	 9!�(���	 "�	 ��	 ����������	 �":,	
�* 	 $�	 �H��� ���	 4)	 ��	 MNPQ	 %�<��3
 ����#	����	0�! "�		4,	

									F�.�	��$)	��;0"*	!"*��%	("�&���)	��$	
%�<�� ���	 ���$�0� �.	 "� ��	  �'�"�#+	
NP3�	 &	 MQ3�)	 =��9��"<	 &	 ��(�*��	 "�)	
���.	 4/	 �"!&���	 4)	 ��	 MNPQ3�	 =��9��"<�3
9��	4,	
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��K	��''���K	��''���K	��''���K	��''�	&	����������	 �=���	�� ����#	&	����������	 �=���	�� ����#	&	����������	 �=���	�� ����#	&	����������	 �=���	�� ����#	 			
	

1.  C��=	4)	��	6�/��	�� �����9�"��	4/	
6�/��	 ��*!"��	 �"!	 �����	 �� �����	
"�	 �=����,	

L!�"�%	 B1D	 �� �����9��	 &	
ABCD ��*!�	  �=���	 �� ����#,		
��$	 �� ����#	 B1D	 �� �����9��	 &	
���	 0���" .����	  �=���	 ��3
 �����	4+	 1B DBÐ 	�� ����#,	

��"	 5������$�	  �'#	 �H���3
 "�%	 a3�()	 �0�)	 #*!	 C�����9�3
��*�	 �"��"��)	 2BD a= ,	 �"!&�3

6��	 1

2
22

a
tgB DB

a
= = ,	 ���"��+	

1

2
2

B DB arctgÐ = ,	

	 	 	 	 	 	 	 	 											C�!�+	
2

2
arctg ,	

	

3.   ���"�%	 6���9�	 DH	 6��M��������#	 &	
H3#	 ���.�"�%	 A)	 B	 &	 C	  "!"���,	
E���	��	 DA DB DC b= = = )	�* 	 DH3#	
#�$������	 4)	 �0�	 DHA)	 DHB)	 DHC	
��''�� ����	"<�� �����"�#	��(�*��	
"�	 #*!	 4:�	 &	 �"�%��M�9�,	 ���"��	
HA HB HC= = ,	 �"!&�6��	 H3#	ABC	
"<�� ����	 ��!�9���	 H�:���9��	
 "�!����	 4,	 F���	 ��$)	 DAH)	DBH	 &	
DCH	 �� �����"��	 "�	 ��(�*��,	 �* 	
$���%	 AD)	BD)	CD	  �'"��	 ABC	 ���3
�������	�"!	 �=���	 �� �����"��	"�	
%���	��	 AH3#)	BH3#	&	CH3#	����0�3
!�*5���6��	 ��$	  �'"��	 0���" 3
.����"��	"�,	

              B1                            C1 
 
 

 A1                        D1	
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N9!("/�(	 *����*�"��	 �"��"��.+	  ���"���%	 0 2
sin 60

a
R= )	 ��!"'�.	

3

a
HA HB HC R= = = = ,		�"!&�6��			 DAH)		DBH)		DCH		�� �����"��.		

�����%��;�����	 �*����*#	��(�*��	4	
3

R a
b b

= ,	

	 	 	 	 	 	 	 	 	 C�!�+	
3

a

b
,	

 

4. O��.���,	�0�.��."%)	��	�����������	�;	��''�����.	&	� ���	=��9��"<	
��'�'�"��	 0���" .���"�#	 =��9��"<	 "�	 &	 I9!("%	 $�*�9�% �	 DJ	 4:�	
0�$����.,	

 

6.  ����$�"�%	 AM)	 BM)	 CM	 ��'�'�"�#	
ABC	 ����������	 �"!	 �����	 �� �����	
"�	 �=����,		

ABC	 ����������#	 !��"�%	 MH	
��''�����.#	 &	 H3#	 ���.�"�%	 A3��)		
B3��	&	 C3��,		

E���	 ��	 AH3#)	BH3#	 &	CH3#	 ��3
��0�!�*5���6��	 AM)	 BM)	 CM	
��!(���"��	 0���" .����"��	 "�)	
�0�)	 #*!	 5�$��	 0������)	 MAH)	
MBH	 &	MCH	 �� �����"�#	 ��(�*��	
"�,	 ��$	 �� �����"�#	 �H��� "�%					
a 3�(,	 P���"���%	 AMH BMHÐ = Ð = 	

090CMH a= Ð = - ,	 ���"��	 MHA)	
MHB)	MHC ��''�� ����	 "<�� �����"�#	 ��(�*��	 "�	 #*!	 4:�	 &	 �<3
#��"�	 *���	 �� ���,	 
"�:���.	 4/	  �"!&�)	 ��	 HA HB HC= = )	 ��*��%�	
H3#		ABC	"<�� ����	��!�9���	H�:���9��	 "�!����	4,	

��*0�*�(+	 M3#	9!�(���	4	 ABC	"<�� ����	��!�9���	H�:���9��	
 "�!����(	 ABC	����������#	!��(��	��''�����.�	(��,	

O���.	!��%)	��	"�"	��&4	 K	 "!	9!�(���	4	 ABC	"<�� ����	��!�3
9���	H�:���9��	  "�!����(	 ABC	 ����������#	!��(��	 ��''�����3
.�	 (��)	 �0�	 AK)	BK)	CK	 ��'�'�"�#	 ABC	 ����������	 �"!	 �����	 ��3
 �����	"�	 �=����,			

KHA)	KHB)	KHC	��''�� ����	"<�� �����"�#	��(�*��	"�	#*!	4:"3
��	 1 HA HB HC R= = = )	 KH3#	 #�$������	 42,	 �"!&�6��	 ��(�*��	 "�	
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KAH)	KBH	 &	KCH	 �� �����"�#)	 ����%	 4/	 AK)	BK)	CK	 ��'�'�"��	 ABC	
����������	�"!	 �=���	�� �����"��	"�,	

���"��	 5�$��	 0����:��	 6�(�����'	  "!"��	 "� ��;�Q� ��	
!"'#	 	 ABC	 "<�� ����	 ��!�9���	H�:���9��	  "�!����(	 ABC	 ���3
�������#	��''�����.	!��(��	��'�'�	4,	

																																			C�!�+	 ABC	 "<�� ����	 ��!�9���	 H�:���3
9��	  "�!����(	 ABC	 ����������#	 ��'3
'�����.	!��(��	��'�'#,	

 
7.  ���"�%	 MH3#	 ��''�����.	 ABC	 ���3

�������#,	
E���	��	 AM)	BM)	CM ��'�'�"�#	 ABC	

����������	 �"!	 �����+	 a 	 �� �����	 "�	
 �=����)	�0�	 H3#	 /���	 ABC	"<�� ���	
��!�9���	H�:���9��	  "�!���#	1!"*	
��5��$	 5�$��	 /������#2,	 �* 	 %���	 ��	
ABC	 "<�� ����#	 ��''�� ����	 "<�� ����	
4)	�0�	 H3#	AB	�"�%��M�9�	��:�� "!�	

4,	 ���"��+	
2
a

AH HB= = )	 �* 	 MAHÐ = 	

MBH MCH a= Ð = Ð = ,	 AHM	 ��''�� ����	 "<�� ������.	
MH

tg
AH

a= ,	

�"!&�6��	
2

atg
MH

a
= ,		

	 	 	 	 	 	 	 	 												C�!�+	
2

atga
,	
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8.   ����$�"�%	 Q�5��''�����.	 ��'�'3
�"��	"�	 AD3�	&	AC3�)	 l 	��'�'�	4/	$���.	
�"!	  �=����	 4	 ����0�!�*5���3
6��	 045 	&	 060 	�� �����"�,	

l 	��''�	(��	("�.�"�%	 K	 "!#	&	 AK3�	
�H��� "�%	 a3�(,	

���"�%	 KM AC^ )	 KN AD^ 	 &	
KH ACD^ ,	 NH3#	 &	MH3#	 ����0�3
!�*5���6��	  /��"�	 KN3�	 &	 KM3�	
0���" .���"�#,	 ���"��)	#*!	 "�"%	 ��'3
'�����.�"��	 ��*��	 �"��"��)	

090 ,ANHÐ = 	 090AMHÐ = ,	F��.	 090 	 4	
��&	 NAMÐ 3#,	 C��=(".)	 ��	 ANHM	
%�<�� ���	 "�"%	 �� �����"��	 ��'�'	
"�,	 ���"��	 MHNÐ 3#	 �����0"*	 090 	 4	 1�� �����"��	 9�����#	 0"!%	 4	
/���	 0360 2,	 ��*0�*�(+	 ANHM	%�<�� ����#	 ��''�� ����	4,	 ��0"*	 ��'3
'�� ���	���$�0� �.	 �'�"�+	 AN	= MH,	

ANK	 ��''�� ����	 "<�� ������.	 0 2
cos 45

2
a

AN a= = )	 �* 	 AMK	

��''�� ����	 "<�� ������.	 0 3
sin 60

2
a

KM a= = ,	 ��H(�	 �<�"/�()	 ��									

AN = MH,	 	 MHK	 ��''�� ����	 "<�� ������.	 9�"�%	 KH3#,	 P���"���%	

2 23 2
4 4 2

a
KH a a= - = ,	

E���	��	 KH ACD^ )	�0�	 l 	��''�	&	 ACD	����������	 �=���	��3
 ����#	 KAHÐ 3�	 4,	 KHA	 ��''�� ����	 "<�� ������.	  ���"���%	

12sin
2

a

KAH
a

= = ,	���"��	 030KAHÐ = ,	

	 	 	 	 	 	 	 	 	 C�!�+	 030 ,	
	

	

l 

A 

K 

M 

N 

H 

D 

C 
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9.   ����$�"�%	 C	 ��'�'	 �� �����(	 &	 a 	 *����%�(	 ACB	 ��(�*���*����	
��''�� ����	 "<�� ���	 0���" .���	 a 	 ����������	 (��	 ��(�*���3
 �'�	"<�� ����	4,		

-�!�� "�%	 a 3��	 =��9��"<	 &	 A	
 "!�(	��.��' b 	�����������#,	E���	
��	 ��!(���	 0���" .���"�#	 =��9�3
�"<	������������"��	 (��	 ���"�	 �����	
"� ���������#)	&	6�.�	��$)	=��9��"<	
������������"��	�"!	��'�'�	 �=���	
�� �����"�#	��(�*��	"�)	�0�	 a 3�	
 ��"/�	 4	 Q�5����"/	 b 	 ������3
����6,			

����$�"�%	 ABC	 "<�� ���	 0��3
�" .���	 ADE	 ��(�*��� �'�	 "<��3
 �����	 4	 &	 0"!%	 4	 9!�"/	 BAE	 ��3
 ����#,  C3�.	!��"�%	=��9��"<	 ED3��	
&	��!���	 "!#	 BE3�	�"!	�H��� "�%	 K3�(,	��0"*	�����	����������	
��''�����.	 ��'�'�"�+	=��9��"<	"�	 ��&	 BE	&	DC	 ��'�'�"�#,	 	 ���"��)	
��0"*	=��9��"<�9��	���$�0� �.	 �'�"�)	 EK = CD)	ED = KC,	

CADÐ 3�	�H��� "�%	 a 3�(,	P���"���%	 cosAD a a= )	 sinCD a a= ,		
E���	��	 ADE	"<�� ����#	��(�*��� �'�	4)	�0�	 AD DE AE= = = 	
cosa a= ,	F��.		 ED	= 	KC)	���"��			 KC3�	�����0"*	 cosa a 	4,		ADC	&	BKC		

��''�� ����	 "<�� �����"�#	 ��(�*��	 "�	 #*!	 4:�	 &	 �"�%�� M�9�,	 �"3
!&�6��	 sinBK CD KE a a= = = ,			

��*0�*�(+ cosAE a a= ,  2 sinBE a a= , �* 	 ACB	 ��(�*���*����	
��''�� ����	"<�� ������.+	 2AB a= ,		

AEB	 ��'''�� ����	 "<�� ������.)	 #*!	 C�����9���*�	 �"��"��	
2 2 2 2 2cos 4 sin 2a a aa a+ = )	 �* 	

2 sin
2

cos
a

tgBAE tg
a

a
a

a
= = ,	 �<�:��	 ��(�3

*������.	 ���"���%�	 2 2 2cos sin 3sin 2a a a+ + = 	 ��	 2 1
sin

3
a = ,	
"�:�3

��.	  �"!&�)	 ��	 2 2
cos

3
a = )	 �* 	 %���	 ��	 2

2

1
1

cos
tg a

a
+ = )	 �0�	

2 1
2

tg a = 	 ��	
2

2
tga = ,		7!�.(��#	!"'�$�"/�(	 tgBAE3�	��!����3

!������	�":+	 ���"���%	 2tgBAE= )	��!"'�.	 2BAE arctgÐ = ,	

	 	 	 	 	 	 	 	 C�!�+	 2arctg ,				
				

	A 

C 

B 

D 

E 

K 
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��R��R��R��R	���������	���������	���������	������������"��(	 �=�(�����"��(	 �=�(�����"��(	 �=�(�����"��(	 �=�(��	"� ��*!	�� ����	"� ��*!	�� ����	"� ��*!	�� ����	"� ��*!	�� ����	 			
	

����RRRR����	 �H��� "�%	 AB BC CD a= = º )	 BD AC b= º )	 AD cº ,	 ���"�%	 ABC	
"<�� ���	 BM	6��M��������#,	E���	 ��	 AB =	BC)	�0�	 MB3#	��&	��:3

��9��	 4+	
2
b

AM MC= = ,	 ADC	 ����������	 �":	 !��"�%	 MN3#+	 ��''�3

���.	 AC3��,	 E���	 ��	 AC	  �'�(	 "� ��*!	 �� �����	 ��'�'	 4)	 �0�)		
��0"*	 ��$	 �� ���	9�����	 �� ����)	 090BMNÐ = ,	 ���"��+	 ,BM AC^ 	
BM MN^ ,	�"!&�6��	 BM3#	��''�����.	4	 ACD	����������#,		

���"�%	 ABD	 "<�� ���	
BK	 6��M��������#	 &	 K	  "!#	
���.�"�%	 M3��,	E���	��	 BM3
#	��''�����.	4	 ACD	������3
����#)	 �0�	 KM3#	BK3�	0��3
�" .���	4	&	�����0"*	��''��3
��.	4	 AD3��,	 ��*0�*�(+	 BKM	
�� ����#	 AD	  �'�(	 "� ��*!	
�� ���	 9�����	 �� �����	 4	
1����"/�	�� ����#2,		

-�!�� "�%	 ACD	 &	 ABD	
"<�� �����"�#,	 ��$	 "<��3
 �����"�#	 ��(�*��	 "�	 #*!	
"�"%	  �'�"��,	 �H��� "�%	

DAC ADB aÐ = Ð º ,	BKD	��''�� ����	"<�� ������.	 sinBK b a= × ,	AKM	

��''�� ����	"<�� ������.	 sin
2
b

KM a= × ,	
"�:�0"*)	 BMK	��''�� ����	

"<�� ������.	 sinKBM =
sin 12
sin 2

b
KM
MB b

a

a
= = ,	���"��+	 030KBMÐ = ,		���3	

�"/�	 BKM	�� �����	4/	 /���	 0 0 090 30 60- = ,		
		 	 	 	 	 	 	 	 	 			C�!�+		 060 ,	
	

����SSSS����				 N9!("�%	 0�! "��	 &	 ���	 0���" .����	 �� "�"*�"��	 cosS S a¢= 	
6���M&�.,		

F	 0�! "��	 �� "�"*#	 �H��� "�%	 X 3�(,	 �*!	 5�$��	 !(��/�"��+	

cos
2

X Q
a

= )	 cosX Sa = ,	 N9!("/�(	  � �� �	 �� ���	  �*����*�	 6�3

��M&�.+	 "� ���$	 ��(�*�����	 Q�5��"�	  ���"���%�	 S = 	

	

a a 

b a 
c 

b 
A 

B 

C 

D 

M 

K N 
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22cos 1
2

X
a� �= -� �

� �
	 ,	 �<�:��	 ��(�*������.	 ��!����!"�%	 cos

2
a

3#	 &	

!"'�$�"�%	 "� ���$�	 �":�	
2

22 1
Q

X S
X

� �
- =� �

� �
,	 
"�:��#	 �����T"%	 4	

2 22 0X XS Q+ - = 	 ��(�*�����#)	 ���	 $�� ��	 /�������	 4	 X = 	

( )2 21
8

2
Q S S= + - ,	

	 	 	 	 	 	 							C�!�+		 ( )2 21
8

2
X Q S S= + - ,	

	
8U8U8U8U����				 				 �2	E���	 ��	 D	9�9����	 ���� �.	 �� �����"��	 ��'�'	 "�)	 �0�	 CD3�	

��''�����.	 4	 ADB	 ����������#)	 AD3�	 ��''�����.	 4	 CDB	 ������3
����#)	 BD3�	 ��''�����.	 4	 ADC	 ����������#,	 ���"��	 ABC	 ��*!�	
0���" .���	 ABD	����������	(��	�"�.	 ABD	��*!�	4,	N9!("�%	0�!3
 "��	 &	 ���	 0���" .����	 �� "�"*�"��	 cosS S a¢= 	 6���M&�.,	 P��3
�"���%	 1 cosS Q a= ,	 ����*	 ��*!"�#	 �����0"*	 ABC	 ��*!�	0���" .��3

�"��	 "�	 ����0�!�*5��	 ������������"��	 (��,	 �"!&�6��	 2S = 	

3cos , cosQ S Qb g= = ,	���"��+	 1cos
S
Q

a = )	 2cos
S
Q

b = 	&	 3cos
S
Q

g = ,	

82	BD)	AD	&	CD	  �'"�#	 ����0�!�*5���6��	 �H��� "�%	 x3�()	
y 3�(	&	 z3�(,		
E���	 ��	 ADB)	BDC)	ADC	 "<�� �����"�#	 ��''�� ����	 "<�� �����"�	

"�)	 �0�	 1

1
2

S xy= )	 2

1
2

S xz= 	 &	 3

1
2

S yz= ,	 �"!&�6��	 2 2
1 2S S+ + 	

( )2 2 2 2 2 2 2
3

1
4

S x y x z y z+ = + + ,	
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ABC	 "<�� ���	 �� "�"*#+	 Q3�	 ��H("/��	 �����	 !��"�%	 ADC	 "<3
�� ���	 DE	6��M��������#	&	
E3�	���.�"�%	 B3��,	E���	��	
BD3�	 ��''�����.	 4	 ADC	
����������#)	 �0�	 DE3�	
BE3�	 0���" .���	 4,	 
"�3
:���.	 4/	 �"!&���	 4)	 ��	 BE3�	
ABC	 "<�� ���	 6��M���3
������	4,	

ADC	 ��''�� ����	 "<��3
 ������.	

1 1
2 2ADCS yz AC h= = × ,	 �* 	

#*!	 C�����9���*�	

�"��"��+	 2 2AC y z= + ,	 ���"��	
2 2

yz
h

y z
=

+
,	 BDE	 ��''�� ����	

"<�� ������.	 2 2
1h x h= + ,	 
"�:��	 "� ��*�.	  ���"���%�	

2 2 2 2 2 2

1 2 2

y z x z x y
h

y z
+ +

=
+

,	 ��*0�*�(+	
2 2 2 2 2 2

2 2
2 2

1
2

y z x z x y
Q y z

y z
+ +

= + =
+

	

2 2 2 2 2 21
2

y z x z x y= + + )	 �* 	 	 ( )2 2 2 2 2 2 21
4

Q y z x z x y= + + ,	 ���"��	 2Q = 	

2 2 2
1 2 3S S S= + + ,	
D2	 ��5��$	  "!���	 �0�.��.(��	 ��(�*��������	 "� ��	  �'�"�# 	

6�T��"�%	 2Q 3��,	P���"���%	
2 2 2

31 2 1
SS S

Q Q Q
� � � � � �

+ + =� � � � � �
� � � � � �

,	V�5	 �'��	9��3

���"/��"�#	 ����0�!�*5���6��	 2cos a 3�)	 2cos b 3�	 &	 2cos g 3�	 "�	

1!"*	�����	5�$��	�2	 "!#2,	���"��+		 2 2 2cos cos cos 1a b g+ + = ,	

	 	 	 				C�!�+	�2	 1arccos
S
Q

a = )	 2arccos
S
Q

b = )	 3arccos
S
Q

g = ,	

				

				

	

x 

y z h 

h1 

A 

B 

C 

D 

E 
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B 

D A 

C 

G��.��.�;	5�$���"�G��.��.�;	5�$���"�G��.��.�;	5�$���"�G��.��.�;	5�$���"�	 			
				

��������	 		 		 		 	 E���	 ��	 MB3�	 ��''�����.	 4	 ABC	
����������#)	 �0�	 AB3�	 AM3�	 0��3
�" .���	4	��$	����������	(��,		

F�.�	 ��$)	 AB AD^ )	 %���	 ��	
ABCD3�	 ��''�� ����	 4,	 �"!&�6��)	
#*!	 "�"%	 ��''�����.�"��	 ��*��	
�"��"��) AM AD^ ,	��*0�*�(+	 MADB	
"� ��*!	 �� ���	 AD	  �'��	 ��''�3
����.	 "�	 &	 AB3�)	 &	 AM3#,	 ���"��	
MAB	 �� ����#	 MADB	 "� ��*!	 ��3
 ���	9�����	�� �����	4,	

	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 C�!�+	���,	
	

8888����				 	 	 A1CDB	 "� ��*!	 �� ���	 CDB	 ��*!��	 4	
0�! �����	��&	 A	 "!#)	%���	��	 AB	&	CD	
=��9��"<	 ��'�'�"�#	 0������ �'	 ������3
����	 ��	 ��''�	 (��	 ;9!�(�'	 B)	 C)	 D	  "3
!"��(	��.��'	�����������#	��� �	4,	

E���	 ��	 ABCD3�	 %�<� ��*�	 4)	 �0�	

1,AD CD DD CD^ ^ ,	 �*!	 ��''�	 &	 ������3
����	 ��''����.������	 ���!���H�	  �"3
!&�)	 ��	 CD3�	 ��''�����.	 4	 AA1D1D	 ��*3
!��)	 ���"��	 ��&	 A1D3��,	 ��*0�*�(+	

1,AD CD A D CD^ ^ ,	 ���"��	 ADA1	 �� ���3
�#	 A1CDB	 "� ��*!	 �� ���	 9�����	 ��3
 �����	4,	

E���	 ��	 AA1D1D3�	 %�<� ��*�	 4)	 �* 	 %�<� ��*��	 �� �����9�"�#	
 �*���	"�	���	�� �����"�#)	�0�	 0

1 45ADAÐ = ,		

	 	 	 	 	 	 	 	 	 			C�!�+	 045 ,	

A
B

CD

M

	

       B1                                        C1 

 

 

A1                                 D1				
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DDDD�	�	�	�	 	 		 		 		 	 �2	 	 E���	 ��	 ABCD3�	 %�<� ��*�	 4)	
�0�	 AB AD^ ,	����*	 �'��.	 PB3�	��'3
'�����.	 4	 ABCD3�	 %�<� ��*��	 ���3
�������#,	 ���"��	 AB3�	 PA3�	 0���" 3
.���	 4	 ��$	 ��������������,	 �*!	 "�"%	
��''�����.�"��	 ��*��	 �"��"��	  ��3
�"���%)	��	 PA AD^ ,		

��*0�*�(+	 PA AD^ )	 AB AD^ ,	 ��3
�"��	 PAB	�� ����#	 PADC	"� ��*!	��3
 ���	9�����	�� �����	4,		

�*!	 5�$��	 0������	 PA=PB	 &	PB3�	 ��''�����.	 4	 ABCD3�	 %�3
<� ��*��	 ����������#	1��*��(���0"*	 PA AB^ 2,	 �"!&�6��	 PBA3�	
��(�*���*����	��''�� ����	"<�� ����	4,	���"��	 045PABÐ = ,	

92	PBCD	 	"� ��*!	 �� ���	 ��*!"�#	Q�5��''�����.	"�)	%���	 ��	
BCP	 ��*!#	 ��.����	 4	 BCD	 ��*!��	 ��''�����.	 BP	 ��''�(,	 ���"��	
PBCD	"� ��*!	�� ����#	 090 	4,	

$2	 E���	 ��	 PB3�	 ��''�����.	 4	 ABCD	 %�<� ��*��	 ����������#)	
�0�	 ,PB AB PB BC^ ^ ,	 ���"��	 ABC	 �� ����#	 APBC	 "� ��*!	 ��3
 ���	 "� ��*!	9�����	 �� �����	4,	 �* 	 ABCD3�	%�<� ��*�	 /��"/��.	4/	
�"!&���	4)	��	 090ABCÐ = ,		

																													C�!�+	�2	 045 )			92	 090 )		$2	 090 ,	
	

				
J�J�J�J�				 	 ���"�%	 BCD	 "<�� ���	 DK	 6��M3

��������#,	
												E���	 ��	 DA ABC^ )	 �0�	 AK3�	

DK3�	 0���" .���	 4,	 �"!&�6��)	 #*!	
"�"%	 ��''�����.�"��	 �"��"��)	 AK3�	
�����0"*	��''�����.	4	 BC3��,	���"��	
DKA	 �� ����#	 BCD	 &	BCA	 ��*!"��(	
"� ��*!	�� ���	9�����	�� �����	4,	

												E���	 ��	 AB=AC)	 �0�	 ABC	 "<3
�� ���	 AK	6��M��������#	��&	��:��3

9��	4+ 5
2

BC
BK KC= = = ,	�*!	C�����3

9���*�	�"��"��+	 2 2 12AK AB BK= - = ,	

a

a

P

D

CB

A 	

	

13 

5 

13 

12 

5 

A 

B C 

D 

K 
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E���	 ��	 DA ABC^ )	 �0�	 ��*��(���0"*	 DA AK^ )	 ��*��%�	
DAK3�	 ��''�� ����	 "<�� ����	 4)	 #�$	 �����)	 ��;0"*	 0��=(". )	 DA=	
AK=12,	���"��	 045DKAÐ = ,				

								C�!�+	 045 ,				
	

WWWW����	 	 	 ����$�"�%	 BAC	 �� ����#	 MK	  �'�(	 "� ��*!	 �� ���	 ��&4	 9�����	
�� ����	4,		

��$	$"0%���	 ,MK AB^ MK AC^ ,	
�"!&�6��)	#*!	��''�	&	����������	��''�����.������	��� !���H�)	

MK3�	 ��''�����.	 4	 ABC	 ������3
����#,	 ���"��	 "� ��*!	 �� ���	 ��*3
!"��.		�����%��;�����	��.����	4	 ABC	
�����������	 ��''�����.	 MK	 ��''�(,	

"�:���.	 4/	 �"!&���	 4)	 ��	 "� ��*!	
�� ���	 ��*!"��	 ��''�����.	 "�	
9�����	 �� ���	 ����������#)	  ��	 ��	
"� ��*!	 �� ���	 9�����	 �� ���	
�����������#	 ��''�����.	 4	 ���	 ��*3
!"���,		

	 	 	 	 	 	 	 	
	 	 	 					

		C�!�+	���,		
	

KKKK����	 	 �;,	N���� )	 A	  "!�(	 ��.��'	&	 a 	
����������#	 0�! ���'	 ��'�'3
�"��.	�����	�" �	4	��''�����.	 b 	
����������	 a	 ��''��	 1!�(��	  "3
!�(	!�(��	��''��	 ��"/�	4	!��"/	
��''�����.)	���	4/	�����	�" #2,	

	
		

	
C�!�+	�;,	
	

A

B C

M

K

	

	

a 

a 

b 

A 
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A D 

B 
C 

RRRR����								���,	-�!�� "�%	 a 	&	b 	Q�5��''�3
����.	 ������������"��(	 �<�:�3
.��	 "� ��*!	 �� �����"��.	 ��&4	
�" �	 ��&4	 9�����	 �� ����,	 �'	 $�	
/���	 ABC	�� ����#,	

P���"���%�	 ,AB a^ 	CB a^ ,	F�3
.�	��$)	%���	��	 a 	&	b 	�����������3
�"�#	 Q�5��''�����.	 "�)	 �0�		

090ABCÐ = )	 ��*��%�	 AB BC^ ,	 P*!�.(�)	 ��	 ,AB a^ 	 AB BC^ )	 ��3
*��%�	 AB3�	 ��''�����.	 4	 b 	 ����������	 "� ��	 ��!(�'	 ��'�'�"���)	
�"!&�6��	��''�����.	4	 b 	����������#,	
"�:���	4/	�H��� ���	4)	��	
a 	 ����������	 AB	 ��'�'#	 ��''�����.	 4	 b 	 ����������	 .�� �.��	
��''�,		

					C�!�+	���,	
	

XXXX����				 ��0"*	 ABCD	 %�<� ��*��	 �� �����9�"�+	
AC BD^ ,	

E���	 ��	 	 AA1B1B3�	&	BB1C1D3�	%�<�3
 ��*��"�	 "�)	 �0�	 1 ,BB AB^ 	 1BB BC^ ,	
���"��)	 #*!	 ��''�	 &	 ����������	 ��''�3
����.������	 ���!���H�)	 1BB ABC^ )	

��*��(���0"*	 1BB AC^ ,	

��*0�*�()	 1,AC BD AC BB^ ^ ,	���"��	

1AC BDB^ ,	 �"!&�6��	 AA1C	 ����������3
�#)	 ��0"*	 BDB1	 ����������#	 ��''���3
��.	 AC	 ��''�(	 ��.��'	 �����������)	 ��'3
'�����.	 /���	 BDB1	����������#,	

 
	

a

a

b

B

C

A

	

								B1                    C1 

 

 
 A1                      D1 
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SSSS����				 	 	 A)	B)	C)	P  "!"��.	 "�"%�(	 ��.��'	
������������"��	 "�	 PAB)	PAC)	PBC	 &	
ABC	������������"�#,	

� ����!	 4)	 ��	 ABC	 �����������#	
��''�����.	;4	��%�	��"�,		

PAB	 &	PAC	 ������������"��.	 ���3
��%��;����#	 ��.����	 4	 ABC	 ������3
����	 ��''�����.	 PA	 ��''�(	 &)	 �"3
!&�6��)	 ��''�����.	 4	 ABC	 ������3
����#,	

�����	4	%���� "/	 PBC	&	ABC	 ���3
���������"��	���.#,	

���"�%	 BPC	 "<�� ���	 PK	 6��M3
��������#,	 E���	 ��	 PA ABC^ )	 �0�	 AK3�	 PK3�	 0���" .���	 4,	 �*!	
"�"%	 ��''�����.�"��	 �"��"��+ AK BC^ ,	 ��*0�*�()	 AKP	 �� ����#	
PBC	&	ABC	 ������������"��	 ��!����.	 �<�:�.��	"� ��*!	 �� ����3
�"��.	�" �	9�����	�� �����	4,	���	;�	 ���'	/��"/	��' �'	�� ����)	%���	
��	 PAK	"<�� ����#	;�	 ���'	���"��/	"� ��	��'�'	 �� ����,	� * 	��	 ��$	
"<�� ���	 A	 �� ����	 ��'�'	 4	 �"!&���	 4	 PA3�	 ABC	 ����������#)	 ��*3
��(���0"*	 AK	 ��''��	 ��''�����.	 /��"/��	 0������.,	 ���"��	 PBC	&	
ABC	������������"�#	Q�5��''�����.	;"�,	

	 	 	 	 	 	 	 		C�!�+	 P)	A)	B		&		P)	A)	C,	
	

10.   b	 ����������	 �":	 A	  "!�(	
!��"�%	 AB3��	 ��''�����.)	
�* 	 D	  "!�(+	 AB3��	 =��9��"<	
��'�'�"�,	 ����.	 ��!���	  "3
!#	 ��'	 /���	 E3�,	 ��*0�*�	  �3
<��.���	 $"0%���	 ABDE3�	  /�3
��	=��9��"<�9��	1�("/��+	��'3
'�� ����2,	 �(	 ��0"*	 =��9�3
�"<�9��	���$�0� �.	 �'�"�	
AE=BD=�8	*�)	 DE=AB=X	*�,	

																												E���	 ��	 "� ��*!	 ��3
 �����	 ��'�'	 4)	 �0�	 CAE	 "<3
�� ����#	 ��''�� ����	 "<�� ����	 4,	 �*!	 C�����9���*�	 � "��"��)	

2 2 2 208CE AC AE= + = 	*� 8,	
														�*!	 ��''�	 &	 ����������	 ��''�����.������	 ���!���H�+	 AB3�	

��''�����.	 4	 CAE	 ����������#	 1 CÂ AB)	 AÊ AB2,	 ��0"*	 AB3��	
=��9��"<	 ��'�'+	 DE3�	 �����0"*	 ��''�����.	 4	 CAE	 ����������#	 &)	

	

	
																												a	
	
	
	
	
																																																b	
		

P 

C B 

A 

K 

A E

DB

C
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��*��(���0"*)	 CE	��''��,	���"��	 CED3�	��''�� ����	"<�� ����	4)	&	

#*!	C�����9���*�	�"��"��+	 2 2 17CD CE ED= + = *�,		
	 	 		 	 	 	 	 	 	 	 			C�!�+	�R	*�,	
	

11.	 	 ��5��$	5�$��#	 /���"/�*	 �0�.��.".��%)	 ��	 2 2 2 2CD CA AB BD= + + ,	
��*	$"0%���	 ���"���%	 2 2 2 2

1 1 1 1AB AA A B BB= + + 	1�����	(�Y� �	4)	Q�53

("/	"�	�H��� ����"�#2,	�"!&�6��	 2 2 2
1 1 1 1 9A B AB AA BB= - - = 	*�,	

	 	 		 	 	 	 	 	 	 	 					C�!�+	S	*�,	
	
12.  ����$�"�%	 C	 ��'�'	 �� ����(	

ABC	 ��(�*���*����	 "<�� ���	
BC	 *����%�(	 ��.��'	 a 	 ������3
�����#	 "<�� ���	 ����������	
�"!	 �=����	4	 030 	�� ����,	

���"�%	 AH3#+	 ��''�����.	
a 3��,	 ��$	 $"0%���	 BH3#	  /���	
AB3�)	 �* 	 CH3#+	AC3�	 0���" 3
.���,	 �"!&�6��)	#*!	"�"%	��'3
'�����.�"��	 �"��"��+	 030ACHÐ = ,	 AHC	 ��''�� ����	 "<�� ������.)	

��0"*	 030 3�	 �� ���	 $���.�	 4:)	 2
2

AC
AH = = 	 *�,	 ABC	 ��''�� ����	

"<�� ������.)	 #*!	C�����9����*�	 �"��"��	 4 2AB= ,	 �(	 ("�:�0"*	
AHB	 	 ��''�� ����	 "<�� ������.)	 #*!	 C�����9����*�	 �"��"�� 	

2 2 2 7BH AB AH= - = 	*�,	
	 		 	 	 	 	 	 	 	 		C�!�+	8	*�,	
	

13.  B  9�9���.	 a 	����������#	!��"�%	
BD	 ��''�����.#,	 ���"�%	 ��&	 ABC	
"<�� ���	 BK	6��M��������#,	

�*!	 "�"%	 ��''�����.�"��	 �"��"3
��+	 DK3�	 �����0"*	 ��''�����.	  /���	
AC3��,	 �"!&�6��	 DKB	 �� ����#	  /�3
��	 a 	 ����������	 &	 ABC	 "<�� ���	
����������	  �=���	 �� ����#)	 ��#	
#*!	5�$��	0������	 030 	4,	

E���	 ��	 BD3�	 ��''�����.	 4	 ABC	
����������#)	 ��*��(���0"*	 DK3��)	

a

4
4

A

C

B

H

	

	

a 
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�0�	 BDC	 "<�� ����#	  /���	 030 3�	 *���	 �� �����(	 ��''�� ����	
"<�� ����,	 -����.	  "!&�)	 ��	 B	  "!�	 �"<�(���������#	 ABC	
������������.+	 BD3�	��(�*��	4	 BK3�	 "*��,		

�*!	 �"����	 6���M&�	 16 1 3 12 24ABCS = × × × = *� 8,	 F��.	 ���	 ��(�3
*��	 4	 ��&	 BK	 6��M�������	 &	 AC	 ���%�	 ��!�$���/�	  "*��+	

1
2

2ABCS BK AC BK= × = ,	�"!&�6��	 BK=�8	*�,	���"��	 6
2

BK
BD = = *�,	

	 		 	 	 	 	 	 	 	 	 C�!�+	K	*�,	
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F�Z����7���F�Z����7���F�Z����7���F�Z����7���	 			
				

8��	F�=��� �����"��	&	6�=����*!"��	0�! "����#8��	F�=��� �����"��	&	6�=����*!"��	0�! "����#8��	F�=��� �����"��	&	6�=����*!"��	0�! "����#8��	F�=��� �����"��	&	6�=����*!"��	0�! "����#	 			
 

2. ���,	 N���� )	 "�"	 ABCD	 6���9�	 AD	  �'�	
��''�����.	4	 ABC	����������#)	�0�	��$	
6���9�	0�! "�#	 ABC	����������	(��	 /�3
��	�"�.	 ABC	"<�� ����#,		

	

 
 
 
 
3.  62	 ����$�"�%	 ��$	 �����������#	 a 	

������������	4,	
a 	 ��������������	 A	&	B	  "!"��	0���" .���"�#	  ���#� �"�)	 ��$	

 "!#	�H��� "�%		 K3�(,	 C3�	&	D3�	0���" .���"�#	 /��"�	!��6"�	 "3
!"�)	 %���	 ��	 DC3�	 ��''�����.	 ;4	 a 	 ����������#	 1�� �<� 	 $"03
%���	 ���	 =��9��"<	  /��"�	 AB3��2,	 �'	 $���%	 /��"�	 ����0�!�*3
5���6��	 M3#	&	N3#,	���"��	6���9�	;��*	9�9���"��	0���" .����"�#	
 /��"�	 K)	M	&	N 	 "!"�#)	&	6���9�	0�! "��	4/	 /���	 KMN	"<�� ����#,	

-�!�'�������,	 7�	 �����0"*	 ��*!�!���	 4)	 ��	 6�=����*!�	 0��3
�" .���	 ���'	4	/��"/	"<�� ����	1!"*	��5��$	5�$��#2, 		

	
	

8�J	F�=����*!	�� �����"�8�J	F�=����*!	�� �����"�8�J	F�=����*!	�� �����"�8�J	F�=����*!	�� �����"�	 			
				

 1.  ����$�"�%	 ��$	 6���9#	 DABC	 6���9�	 4,	
���	 6�/��	 ����	 �� �����"��	 9�����#	
��(�*��	 4	 ���	 ;��*+	 ACB)	 ACD)	 ADB)	
BCD	 ��*!"��	 �� �����"��	 9�������,	
F��.	 ��$	 ��*!"�#	 "<�� �����"�	 "�)	 &	
����.�.	 �����%��;�����	 �� �����"��	
9�����#	 0180 	4,	 ���"��	 "<�� ����	6���9�	
6�/��	 ����	 �� �����"��	 9�����#	 ��(�3
*��	4	 0 04 180 720× = ,			

																																																				C�!�+		 0720 ,	
	

	

	

A 

B 

C 

D 

D 

C B 

A 
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C 

A 

B 

D 

2. 	E���	��	 ,AB AD AB AC^ ^ )	�0�	#*!	��''�	
&	 ����������	 ��''�����.������	 ���!�3
��H�+	 AB ACD^ ,	 ���"��)	 ��0"*	 	 ACD	 ��*3
!��	 ��''�����.	 AB	 ��''�(	 ��.��'	 ���3
���������"�+	 BAD3�	 &	BAC3�	 ��''�����.	 "�	
ACD	����������#,	
"�:���.	4/	�"!&���	4)	��	
BADC	 &	BACD	 "� ��*!	 �� �����"��	 ��'�'	
"�,	

AB	  �'�(	 "� ��*!	 �� ���	 �����	 CAD	
�� ����#	 9�����	 �� ����	 4	 ( ,AD AB^ 	
AC AB^ ),	 ���"��	 ��$	"� ��*!	 �� ���	 �*3
!�Y������	;�Q#	 a 	4,	

	 	 	 																																																			C�!�+		 0 090 ,90 ,a ,	
	

 
3. ����$�"�%	 ��$	 "<���*!	 �� ����#	 B	

9�9���(	 &	 BC)	 BA)	 BB1	  �'"��(	 "<�3
��*!	 �� �����	 4,	 ���	  �'"��	 (��	  �3
<��."�%	 %�<� ��*��"�	 ��;0"*	 .���.	 4	
!�(��	 � �����,	 ��$	 $"0%���	 %�<�3
 ��*��"��	 BA1)	BC1	&	BD	�� �����9�"�#	
#� ��	 /��"�	"<���*!	�� ���	 �*��$3
�"��	(��,	

E�<� ��*��"��	  �'�#	 �H��� "�%		
a3�(	 &	 $�!�� "�%	 BA1D)	BC1D	 &	BA1C1	
"<�� �����"�#,	-���%	 /��"�	 2a 	 �'3
��(	 ��(�*��� �'	 "<�� �����"�,	 
"�3
:���.	 4/	 �"!&���	 4)	 ��	 ��$0�*�	 "<���*!	 �� ���	 ����	 ��  �����"��	
 �*��$�"��	 �=���	�� �����"�	 060 	"�,	

			 	 	 	 	 	 	 	 	 C�!�+	 060 ) 060 ) 060 ,	
	

4.  �2	 �<���*!	 �� ���	"����$	 ����	 �� ����#	 �H��� "�%	 a 3�(,	E���	
��	 "<���*!	 �� ���	 �����%��;����	 ����	 �� ����	Q�%�	4	 ����*	 "� ��	
����	 �� �����"�	 9������.)	 �0�	 0"!%	 4	 !"'�	 ���"���	 �" !&��/	
0������"�#�	 0 070 100a < + 	&	 0 0100 70 a< + ,	

��*0�*�(+	 0 030 170a< < ,	 � �!"�%	 ��&	 ��	 070 3�	 ����	 �� ���	
Q�%�	 /��"/#	 ����*	 "� ��	 ����	 �� �����"��	 9������.	 � 0���((��	 4)	
%���	��	$���.�.	�" #	 0100 	4,	

a

A

B

C D

	

												? � 																						@� 			
		
	
	
> �	



 

 22 

	 	 	 	 	 	 	 									C�!�+	�"�	4	 030 3�.	&	Q�%�	4	 0170 3�.,	
	
5.	 ��5	$�!�� "�%	�" 	 "<���*!	 �� ����,	

�'	 $�	 /���	 A	 9�9���(	 &	 AB)	AC)	AD	
 �'"��(	 "<���*!	 �� ����#,	C��=	4)	 ��	
��$	 �� �����.	$���*	  ��	 !����������	
 "!"�,	 ���	"<���*!	 �� ����	 ���"��/��	
�����	 9��"	 �" 	 ���	  �'	 4	 0"!%,	 �'	
$�	 /���	 AE	  �'#,	 ��$	 $"0%���	  �<�3
:����	;��!(�'	;��*	"<���*!	�� ����3
�"�	 �"!&��/	  �'"��(�	 �2	 AB)	 AC)	 AD)						
82		AB)	AD)	AE)	D2	AD)	AE)	AC)	J2	AB)	AC)	
AE,	��*0�*�(+	!�����������#	;�	 ���'	
!���("/	 J3�.	 0� �*	 �(�(	 "<���*!	
�� �����"��,	 ����*	  �'��.)	 � �����	 �"� ���.(��	 $"0%��� 	 ���	
!���("/	4	;��!(�'			J	"<���*!	�� �����"��,	

                        C�!�+	J,		
	
 8. ����$�"�%	 DABC	 6���9���	 AD=BC)	

AB=DC)	AC=DB,	��$	$"0%���	6���9�	��*3
!"�#+	 ACB)	 ACD)	 ADB)	 BCD	 "<�� ����3
�"�#	��(�*��	"�	#*!	"�"%	 �'�"��,			

�����	 4	 .���.	 !�/)	 ��	 $���%	 *�����3
 ����	"<�� �����"�	"�,	

����$�"�%	 ��$	 "<�� �����"����	  ��	
�;	 *���	 �� �����"�)	 I���� 	 ABDÐ =  

090BAC BDC ACD= Ð = Ð = Ð ³ ,		
��$	$"0%���	6���9�	�����%��;����	9�3

9���	 ����	 �� �����"��.	 �" #	  /���	 �"�	
 ��	 ��(�*��	 090 3�.,	 �* 	%���	 ��	"<�3
��*!	 �� ���	 �����%��;����	 ����	 �� ����	 Q�%�	 4	 ����*	 "� ��	 ����	
�� �����"�	9������.)	�0�	�����%��;����	9�9���	����	� � �����"��	
9�����#	�"�	 /���	 0180 3�.,	�"!&�6��	6���9�	6�/��	����	�� �����"��	
9�����#	�"�	 /���	 0 04 180 720× = 3�.,	F��.	"<�� ����	6���9�	6�/��	����	
�� �����"��	 9�����#	 0720 	 4	 1!"*	 �	 5�$��#2,	 ��*0�*�(+	 ACB)	ACD)	
ADB)	BCD	"<�� �����"�#	;"�	 ���'	���"��/	�� ����)	��#	�"�	 �� 	��3
(�*��	4	 090 3�.,		

	

	

	

A 

B 

C 

D 

E 
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9. 	[�$��	!(��/�"���	����0�!�*5���'	 "!"�	9���������	;��� "�,	��"	
����%	 9!�("��	 �" 	 ��������������)	 �0�	 D3�	 0"!%	 4	 /��"�	 ABC	
"<�� ���	 ��!�9���	 H�:���9��	  "�!���#	 1 DA=DB=DC2)	 &	ADB)	
BDC)	ADC	 �� �����"��	9�����#	0"!%	4	 /��"�	 0360 ,	F��.	 0 050 90+ + 	

0 0140 360+ ¹ ,	
��"	��$	 "!"�#	;"�	9!�(���	�" 	��������������)	�0�	 D	9�9���(	

&	DA)	 DB)	DB	  �'"��(	 "<���*!	 �� ���	 ����	 �� �����"��	 �����	
0"!%	4	!"'�	���"���	 0 0 050 90 140+ > )	��#	!"'�	;����,	  

	
13. 	 �;,	N���� )	$�!�� "�%	 3AB a= )	 BC a= )	 2AC a= 	  �'�"��(	 ABC	

��''�� ����	 "<�� ����#,	 C	  "!�(	 !��"�%	 "<�� ���	 �����������	
��''�����.	 CD	 ��!(��#)	 ��	 ��(�*��	 4	 2a 	 &	D	  "!#	 ���.�"�%				
A3��	&		 B3��,	

C��=	 4)	 ��	 DAB	 ��3
 ���	 0���" .��� a 	 ���3
�������	 (��	  /���	 CAB	
�� ����#,	 ABC	 ��''��3
 ����	 "<�� ������.	

030CABÐ = 	
2

AC
BC� �=� �

� �
,	

�*!	 "�"%	 ��''�����.3
�"��	 �"��"��+	 ABD	 "<��3
 ����#	 �����0"*	 ��''��3
 ����	 "<�� ����	 4,	 �(	
%���	 ��	 AB=BD	

( )2 2 3BD BC CD a= + = )	�0�		 045DABÐ = ,	

�("/��)	 "�"	 �� ���	 �����������#	 ��''�����.	 /���	 $�!��  (�'	
����������#)	 �0�	 ��$	 �� ���	0���" .���	$�!�� (�'	 ���� ������3
����	 /���	Y�<�9���	 ��	��'�',	

	
	

a 
A B 

C 

D 
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16. 	 ����$�"�%	 ��$	 "<�3
��*!	�� ���		��!����#	
ABC	"<�� �����	4,	

����$�"�%	 ��&	 ��	
BD x= ) AD y= )	 CD z= )	
#�$	�����	 x y z£ £ ,		

E���	 ��	 "<���*!	
�� ���	 ����	 �� ����3
�"�#	��'�'	"�)	�0�	#*!	
C�����9���*�	 �"��"��+	

2 2 2a x y= + )	 2 2 2b x z= + )	
2 2 2c y z= + ,	 �"!&�6��	
2 2 2c a b< + ,	 	 ���"��	 ABC	 "<�� ���	 B	 �� ����#	 *���	 4,	 F�.�	 ��$)	
C A BÐ £ Ð £ Ð )	 %���	 ��	 x y z£ £ ,	 ��*0�*�(	 ABC	 "<�� ���	 6�/��	

�� �����"��	"�	*���)	��*��%�	���	*����� ����	"<�� ����	 4,		
	

19. 	 ����$�"�%	 �� �<� #�	 6�/��	 9�9���"���	 ���� �.	 ����	 � �3
 �����"��	 �":	  � � 9��"	 �" #)	 ��#	 *���	 ;4	 1��'�'	 4)	  ��	 6���2,	 ��$	
$"0%���	�����%��;����	9�9����	���� �.	����	�� ����� "��	9�����#	
 /���	 �"�	 0180 3�.)	 %���	 ��	 "<���*!	 �� ���	 �����%��;����	 ����	
�� ����	Q�%�	4	 ����*	 "� ��	 ����	 �� �����"�	9������. ,	 �(	  *!�.(�)	
��	 6�/��	 ����	 �� �����"��	 9�����#	 �"�	 4	 0 04 180 720× = 3�.,	 F��.	
"<�� ����	 6���9�	 6�/��	 ����	 �� �����"��	 9�����#	 0720 	 4	 1!"*	 �	
5�$��#2,	 ��*0�*�(	"���$��������#	*5�/	4)	 ��*��%�	 �	9 �9��)	 ����	
���� �.	�� �����"#	6�/��#	*���	"�,	

	

20. 	 ��5	 .���.	 !��%)	 ��	 ��<��.� 	 6�=����*!�	 ����	 �� ����� "��	 9��3
���#	6�T��(���	4	DKU3�,	

����$�"�%	6�=����*!�	 ����	 n	 ��*!)	&	$���%	 ����0�!�*5�3
��6��	 1 2, ,..., nk k k 	  �'�"��	 �(�(	6�=��� �����"�	 "�,	 -���.	 �� ����3

�"��	 9������"�#	  /��"�	 ����0�!�*5���6��	 0
1( 2)180k - )	

0
2( 2)180k - )	 \)	 0( 2)180nk - ,	 F�=����*!�	 6�/��	 ����	 �� �����"��	

9�����#	  /���	 0
1 2180 ( ... 2 )nk k k n+ + + - ,	 � �!"�%	 ��&)	 ��	6�=����*3

!�	 �����%��;����	  �'	0�! �����	4	 ���	 ��*!"��.	"� �� *��,	 �* 	$�	
�H��� ���	 4)	 ��	 1 2 ... 2nk k k m+ + + = )	 ��!"'	 m3#	 6�=����*!�	  �'"��	
��(�	 4,	 ��*0�*�(+	 6�=����*!�	 6�/��	 ����	 �� �����"��	 9 �����#	
��(�*��	4	 0 0180 (2 2 ) 360 ( )m n m n- = - )	��*��%�	6�T��(���	4	DKU3�,		

	

a  b 

c 

a 

D 

B 

C 

A 
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"��$�<��/�(	 �"�	 5�$���+	 "���$�"�%)	 ��("�:��	 9�9���	 � ���	
�� �����"��	 9�����#	 a 	 4,	 ��$	 $"0%���	 6�=����*!�	 6�/��	 ����	
�� �����"��	 9�����#	  /���	 03300 a+ ,	 
"�:��*	 �"� ���.�"�%	

0 0360 9 60 a× + + 	 !"*%�(,	 ���"��	 60 a+ 3�	0"!%	4	6�T��(�	DKU3�)	#�$	
�����	 0360a < 	 1!"*	 �X	 5�$��#2,	 C��=	 4	 $�<����)	 ��	 a 3�	 ��� 	
�����(��	 ��T"%#	 0300 3�	 4,	 �"!&�6��	 6�=����*!�	 6�/��	 ����	
�� �����"��	9�����#	 /���	 0 03300 3600a+ = ,	

	 	 	 	 	 	 	 	 														C�!�+		 03600 	
	

88�88�88�88�																C��=	�*(��	4)	��	0"!%	4	I9!("/	��5��$	5�$��	��$����% �.,	C"!%	
4	 ��&	 � �!�	 ���"��/)	 ��	 %�����(	  ��"/�	 4	  �<��."/	 �� 	
"� ����������.	 ��;%��	 ��=���	 "%	 �"�	 "� ��������6	 ��!(� �)	 $��	
���%#	 ]!�(��	 "� ��	  "!"��(	 ��.����	 4	 ��'�')	 ���	 4/	 ����� 	 �" #^	
�%*����	4,	

	��5��$	 "!�.	�"!&���	4)	��	5�$��#	/���(��	 /���)	"�"	 AB	��''�	
(��	  �<��.(�	  "!)	 ���	 �"<�(���������#	  ��	 A3�.)	  ��	 B3�.	 Q�%�	 4	
%�����	"� ����������.,	

P�<��."%	 A3�(	��	 B3�(	��.��'	"� ��	��!(��,	�'	$���%	��!("�	
C	 "!���,	

 
P�<��."%	 A3�(	 ��	 B3�(	 ��.��'	&*	 "� ��	 ��!(��)	 ����%	 ��5��$3

�"��	�"!	Q�%�	�� �����"�	"�	 �=����)	���0"*)	��	����.	 ��!���	 D	
 "!�	�"<�(���������#	 C	 "!�.	Q�%�	/���	%�����	"� ����������.,	

 
C	&	D	 "!"��(	!��"%	6�(� ����	�"�	"� ��������	��!(��,  
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��$	��!(���	(��	("�.�"%	���	 "!+	 E3�,	E	 "!�(	!��"%	 CD	_�	�"!	
Q�%�	�� ����	 �=��'	 ��!(��)	��#	��!(���	4	 AC3�	��	 AD3�	�"!	1 F	&	
G	 "!�"#2,	

	

 
 

 

E	 "!�(	!��"%	 CD	_�	�"!	Q�%�	�� ����	 �=��'	&*	�" 	��!(��)	��#	
��!(���	 4	 BC3�	 ��	 BD3�	 �"!	 1 H	 &	 I	  "!�"#2,	 P�<��.����	 ��� �3
��.�"%	 ���0"*)	 ��	 F,G,H,I	 	  "!"�#	 9!�("�	 CD	 ��''�	 ��&�����	
 �'����,	
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����	 ��$"�	 ���"%	 ��5��$	 5�$��	 (�Y� #+	 E	  "!�(	 !��(��	 "�	
"�"%	 ��!(���"�,	 -���.�.	 �" �	 (��	 ("�.(��	 "�	 C	 & D	  "!"�#)	
����*�	(��+	 F	&	G	 "!"�#)	"����$�	(��+	 H	&	I	 "!"�#�	#�$	�����	+	 CF3�	
��	 DG3�	��!(���	"�	 A	 "!���)	 CH3�	��	 DI3�	��!(���	"�	 B	 "!���,		

�"!&�6��+	 FH3�	��	 GI3�	��!���	 J	 "!#	9!�(���	4	 AB	��''�	(��,	
�"�	#�!���	 !� !� ���	$"0%���	 ���	0�! �����	4	 AB	 ��!(����,	
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��"	 AJ3�	  ��	 BJ3��	 Q�%�	 4	 %�����	 "� ���������.)	 �0�	 5�$��#	

/���(��	4,	 �* 	 "�"	 "� ��*�	4/	 "� ��	 "�	%�����.)	 �0�	 ��� ��	%��/"��	
��"/�()	�*"�%)	 AJ3�	�����	 ���'	"�%	*!���/	���	 "!	+	 J1	��$"�	 AJ	
��!(���	 (��,	 ��"	 %����#	  ��Y	 4	 &	 AJ13�.)	 &	 JJ� 3�.	 0"!%	 4	 ���	
 �<��.����"�	 ��"/)	 ���;&	 AB	 ��!(���	 (��	  *!����%	 %�����.	
 ��Y	��!(��,	

 
	

����������������	
���������	
���������	
���������	
�� ���
 
1.    L��9��	 &	 H���$���%�	 0��=������	

�����	"���$�"�%)	��	!�(��	4	 DABC	"<3
�� ����	 6���9#,	 �0���("/�(	 %��/"��	 &	
$�!�'��������"��	  ���<"/��������#	 .��3
 �.��	��/	6���9�	$"0%���+	 0��0��"�%	
5�$��	#�$�����������#,	 							

F���9�	6��M��������#	��'	/���			 DO3�,	
-�!�� "�%	 AOD, BOD	 &	 COD	 ��''��3
 ����	 "<�� �����"�#,	 E���	 ��	 DA=DB= 
=DC)	 �* 	 DO3�	 #�$������	 4)	 �0�	 ��$	
"<�� �����"�#	 ��(�*��	 "�	 #*!	 4:�	 &	
�"�%��M�9�,	

�"!&�6��	 AO=BO=CO: ���"��	 6���9�	 6��M�������  O	 ���%#	
��(�*����"<	 4	 ���%�	 9�9���"��.)	 ��*��%�	 ���%��	 ��!�9��� 	
H�:���9��	  "�!����	 4,	 ��*0�*�(+	 AO BO CO R= = = )	 &	 #*!	

C�����9���*�	�"��"��	 ���"���%	 2 2 2 2AO AD DO b h= - = - ,	

	

A 

B 

C 

D 

O 
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	 		 	 	 	 	 	 	 	 C�!�+	 2 2b h- ,	
	

4.   [�$��	0������	$"0%���	6���9�	 �'������	��*!"�#	��(� *��� �'�	
"<�� �����"�	 "�,	 �"!&�6��	 ��$	 "<�� �����"��	 �� ���� �"�#	 060 	 "�,	
��"	 ��$0�*�	 6���9#	 ���"��	 K	 &	 �("/	 ��*!"�)	 �0�	 ���	 9 �9���	
6�=����*!	 �� ���	 ����	 �� �����"��	 9�����#	 �"�	  ��	 ��(� *��	
 /���	 0360 3�.,	�* 	$�	�����(��	;4	1!"*	��5��$	 "!�	�X	5�$��#2,		

�<�� ����)	 %�<�� ����	 &	 ��9�� ����	 6���9"��	 $"0%��� 	 6�/��	  �3
'"��	 ��(�*�	 /��"/#	 ��&4	 0������	 ;�	 �� �*���	 &	 ��$0� *�	 6���9"�	
 ��,			

	 		 	 			C�!�+	��"%)	"<�� ����)	%�<�� ����	&	��9�� ����,	
	

5.  L��9��	&	H���$���%�	0��=������	��3
���	"���$�"�%)	��	!�(��	4	 DABC	"<��3
 ����	 6���9#,	 �0���("/�(	 %��/"��	 &	
$�!�'��������"��	  ���<"/��������#	 .��3
 �.��	��/	6���9�	$"0%���+	 0��0��"�%	
5�$��	#�$�����������#,	 							

F���9�	 6��M��������#	 ��'	 /���	 DO3�,	
-�!�� "�%	 AOD, BOD	 &	 COD	 ��''��3
 ����	"<�� �����"�#,		

���"�%)	 ��	 DAO DBO DCOÐ = Ð = Ð º 	
aº ,	 ���"��	 ADO BDO CDOÐ = Ð = Ð = 		

090 a= - )	 �* 	 DO3�	 #�$������	 4,	 �"!"3
(�6��	 ��$	 "<�� �����"�#	 ��(�*��	 "�	 #*!	 4:�	&	 �<#��"�	 � � ���,	

"�:���.	4/	�"!&���	4)	��		 AO=BO=CO: ���"��	6���9�	6��M�������  O	
���%#	 ��(�*����"<	 4	 ���%�	 9�9���"��.)	 ��*��%�	 6���9�	 ���%#	
�"�9���/	 6�=��� ����	 4	 &	 ����	 ��!�9���	 H�:���9��	  "� !���#	
6���9�	9�9���	0���" .���	4,	

	

	

A 

B 

C 

D 

O 
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6.  E���	 ��	 6���9�	  �'������	  �'"�#	 ��(�3
*��	"�)	�0�	6���9�	���%#	�"�9���/	"<��3
 ����	 &	 ����	 ��!�9���	 H�:���9��	
 "�!���#	 6���9�	 9�9���	 0���" .���	 4	
1!"*	 �	 5�$��	 /������#2,	 �* 	 ��'�� ����	
"<�� ���	 ��!�9���	 H�:���9��	  "�!3
���#	 �"�%��M�9�	 ��:�� "!�	 4,	 ���"��	

AHB	��''�� ����	"<�� �������
2

BD
BH = ,	

	F�.�	��$)	 BCD	���%#	 a	&	b	4:"��(	��'3
'�� ����	 "<�� ����	4,	 �*!	C�����9���*�	
�"��"��+ 2 2 2BD a b= + ,	 C�����9���*�	 �"��"�#	  ���<"/�(	 AHB	 "<��3

 ���	�����+	 ���"���%	
2 2

2 2 2

4
a b

h l BH l
+

= - = - ,		

          C�!�+	
2 2

2

4
a b

l
+

- ,		

	

7.  ��5	 �0�.��."�%)	 ��	 "�"	 6���9�	 ���%��	 �<#��"�	 "� ��*!	 ��3
 �����"�#	��(�*��	"�)	�0�	���	���%#	��!�9���/	6�=��� � ���		4	&	
���%��	�"�9���	H�:���9��	 "�!���#	6���9�	9�9���	0���" .� ��	4,	

L��9��	&	H���$���%�	0��=������	�����	"���$�"�%)	��	6� ��9#)	
���	���%��	�<#��"�	"� ��*!	�� �����"�#	��(�*��	"�+	 DABC	"<��3
 ����	6���9�	4,	 �0���("/�(	%��/"��	
&	 $�!�'��������"��	  ���<"/���3
�����#	 .�� �.��	 ��/	 6���9�	 $"03
%���+	  0��0��"�%	 5�$��	 #�$��3
���������#,	 							

				F���9�	 6��M��������#	 ��'	 /���	
DO3�)	 �* 	 O3�.	 ���%�	  �'�"���	
!����	 ��''�����.�"�#+	 OM3#)	
ON3#	&	OP3�,	��$	$"0%���)	#*!	"�"%	
��''�����.�"��	 ��*��	 �"��"��)	
DM^ AB)	DN^ BC	 &	DP^ AC,	 �"!&�3
6��	 ���%��	 �<#��"�	 "� ��*!	
�� �����"�#	 ��(�*��	 "�	 DMO)	
DNO	 &	DPO	 �� �����"���,	 ���"��	
ÐDMO=ÐDNO=ÐDPO,	 
"�:���.	 �"!&���	 4)	 ��	 ��(�*��	 "�	 ��&	
DOM)	DON		&	DOP	��''�� ����	"<�� �����"��	����*	*���	�� �����"�#,	
��*0�*�()	 DOM)	DON	&	DOP	��''�� ����	"<�� �����"�#	��(�*��	"�	

 

b a 

h 

A 

B 

C 

D 
H 
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#*!	4:�	&	����	�<#��"�	*���	�� ���,	�"!&�6��		 OM=ON=OP,	-�	4/	
�"�.	 �H��� ���	 4)	 ��	 6���9�	 ���%#	 ��!�9���/	 6�=��� �� ��	 4	 &	
���%��	�"�9���	H�:���9��	 "�!���#	6���9�	9�9���	0���" .� ��	4,	

E���	��	6���9�	 �'������	 �'"�#	��(�*��	"�)	�0�	6���9 �	���%#	
�"�9���/	 6�=��� ����	 4	 &	 ����	 ��!�9���	 H�:���9��	  "� !���#	
6���9�	9�9���	0���" .���	4	1!"*	�	5�$��	/������#2,	

��*0�*�(+	 6���9�	  �'������	  �'"�#	 ��(�*��	 "�)	 6�.�	 ��$ 	 ���	
�����	 ��"/�	4	&	�"�9�"/)	&	��!�93
�"/	H�:���9��)	 ����.	  "�!����"�#	
���#� ����	 "�	 16���9�	 9�9���	
0���" .���	 42,	 �����	 4	 .���.	 !�/)	
��	 ���	 ���%#	  �����(��	 6�=���3
 ����	4,	

���"�%)	 ��	 ���%�	 6�=��� ���#	
 ��"/�	 4	 &	 �"�9�"/)	 &	 ��!�9�"/	
H�:���9��	 ��	 $���.	  "�!����"�#	
���#� ����	 "�,	O���.	 !��%)	 ��	 ���	
 �����(��	6�=��� ����	4,	

�"�9���	&	��!�9���	H�:���9�"��	 "�!���#	�H��� "�%	 O3�(	&	
���	 ���.�"�%	 ��&4	 "�"%	 ��:��$� ��	 9�9���"��)	 I���� 	 B)	C	 &	D	
9�9���"���,	 E���	 ��	 OB=OC=R)	 �0�	 CBO BCO aÐ = Ð º )	
OD=OC=R	��(�*����������"��.	4/	�"!&���	4)	��	 CDO DCO bÐ = Ð º ,	
E���	 ��	 O3�	 �"�9���	 H�:���9��	  "�!����	 4)	 �0�	 BO3�	 &	CO3�	
����0�!�*5���6��	 B	 &	C	 �� �����"��	  �*��$�"��	 "�,	 ���"��	
a b= 	 &	 2B C aÐ = Ð = ,	 �����	 M&�(	  ��"/�	 4	 .���.	 !�/	 ���.��	
�� �����"��	 2a 	/��"/#,		

-�!�� "/�(	 BOC	&	COD	"<�� �����"�#+	 ���"���%	 OB=OC=OD= 
=R)	 0180 2BOC COD aÐ = Ð = - )	 �"!&�6��	 ��$	 "<�� �����"�#	 ��3
(�*��	 "�	 #*!	 �<�:��	 ���!���H�,	 
"�:���.	 4/	 �"!&���	 4)	 ��	
BC=CD,	�����	M&�(	 ��"/�	4	.���.	!�/	.�� �.��	"� ��	 �'�"�� 	 ��3
(�*���������#,	

7!�.(".)	��	6�=��� ���	�� �����"�#	��(�*��	"�)	��(�*�� 	"�	
��&	 �'�"�#,	���"��	���	 �����(��	6�=��� ����	4,		

	

8.	 	E���	 ��	6���9�	 ���%��	 �<#��"�	 "� ��*!	 �� �����"�#	 ��(�*��	 "�)	
�0�	 ���	 ���%#	 ��!�9���/	6�=��� ����	 	4	1!"*	R	5�$��	 /������#2,	
�* 	 ��!�9���/	 %�<�� ���	 ���$�0� �.	  �'�"��	 9������"� #	
��(�*��	"�,	���"��	���%�	;�����$	 �'�#	 /���	 5 8 7 6+ - = ,		

	
	 		 	 	 	 	 	 	 	 	 C�!�+	K,	

C

O

B

D

A
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9.	 	 ��0"*	 ABC	 ��*!��	 =��9��"<	 !��3
(��	��!����+	 MNK	"<�� ����#	����	4	
ABC	 "<�� ���#,	 L!�"�%	 ��$	 "<��3
 �����"��	����������	9���� �.#,	

��0"*	 MNK	&	ABC	=��9��"<	 ���3
���������"��	��!���	9�"�+	 MK3�	=��3
9��"<	 4	 AC3��,	 
"�:���.	 �"!&���	 4)	
��	 ����	 "�	 DMK	 &	 DCA	 "<��3

 �����"�#,	 �"!&�6��	
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,	 ���"��	 MNK	 &	ABC	 "<��3

 �����"��	 ����������	 9���� �.#	
1
3

	 4,	 
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S
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9MNK ABCS S= ,	

��0"*	 ABD	 ��*!��	=��9��"<	!��(��	 ��!����+	 MEF	"<�� ����#	
����	 4	 ABD	 "<�� ���#,	 P�!��"/�(	 ("�&���	 ��(��	 $�!�'�������3
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4
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11.  ��;0"*	9�!"�%	6���9�  ���%��	=��9��"<	
��!����#	 ���%��	 ����	 6�=��� ����	 4,	
�* 	����	6�=��� �����"��	�� "�"*�"��	
����6"��������#	��(�*��	4	����������	
9���� .�	%�<� ��*���,	

�H��� "�%	 AK BM x= º )	 KM yº ,			
K	  "!�(	 !��(��	 ��!�����	 �� "�"*#	
�H��� "�%	 1S 3�()	 M	  "!�(	!��(��	 ��3

!�����	 �� "�"*#+	 2S 3�()	 �* 	 ���%�	 �� 3

"�"*#+	 S3�(,	 P���"���%	
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� �
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S x y
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� �+
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,	 F�.�	 ��$)	 ���!��	 4)	 ��	
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2
3

S S S+ = ,	�<�:��	"� ��*�.	9!�"/�(	 1 2S S+ 3#	&	���"��!"/�(	"���3

�$�	 �"!+	  ���"���%	
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x y x y

� � � �+
+ =� � � �+ +� � � �

,	 V&�Q�5"/�(	 ("�:��#	
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2

KM y
AB x y

=
+

,	 ���"��	
2

KM y
AB x y

= =
+

	

3
33

y

y
= = ,		

	 		 	 	 	 	 	 	 	 											C�!�+	
3

3
,	

	
12.  L�%��� 	 5�$��#	 *5�/	 4	 M&� "�0(���	 ]�* 	 ���%�	 �"!	  �'������	

��*!"��	  �=���	 �� �����"�#	 ��(�*��	 "�	 b ^3�	 Q�5��"�	 0"!%	 4	
/����	�* 	���%�	�"!	 �'������	 �'"��	 �=���	�� �����"� #	��(�*��	
"�	 b ,		75�/	4	��&	9�%�	0�!�*5��#, 		

E���	��	6���9�	���%�	�"!	 �'������	 �'"��	 �=���	�� � ����"�#	
��(�*��	 "�)	 �0� 	6���9�	  �'������	  �'"�#	 ��(�*��	 "�	 1�0�.��3
."%	��%��������2,	�* 	%���	��	6���9�	 �'������	 �'" �#	��(�*��	"�)	

 A 

B 

C 

D 

K 

M 

	



 

 34 

&	 ��(�*��	 "�	 6���9�	 ���%��	 �<#��"�	 "� ��*!	 �� �����"� #)	 �0�	
���	 �����(��	6���9	4	1!"*	R	5�$��#2,	

��*0�*�(+	 ABO bÐ = )	 ACO aÐ = )	 #�$	 �����	
,BO R= 	 CO r= )	 ��!"'	 R3#	 ���%��	 ��!�9���)	

�* 	 r 3#	�"�9���	H�:���9�"��	H�<�(�'�"��	"�,		
AOB	 &	 AOC	 ��''�� ����	 "<�� �����"��.+	
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13.  F��9�	6��M�������	 O	���%#	���.�"�%	���%�	6�/��	
9�9���"���,	 �<�:�.��	 "<�� �����"��.	 �����3
%��;����#	 �'������	��*!"��.	�" �	0���" .���	4,	
P�'������	 ��*!"��	 �� "�"*�"�#	 ��'	 /��"�	

1 2, ,..., nS S S,	 N9!("/�(	 0���" .����	 �� "�"*�	 ��3
*��	 �"��"��.+	 ���%�	 (��	 �<�:�.��	 "<�� ����3
�"��	 �� "�*�"��	 �����	  ���"���%	 1 cos ,S a 	

2 cos ,..., cosnS Sa a ,	 �* 	$���.	9�����#	 ��(�*��	4	

���%�	 �� "�"*���	 	 1 2cos cos ... cosnS S Sa a a+ + + =	

1 2( ... ) cosnS S S a= + + + ,	 F��.	  �'������	 ��*!"��	
�� "�"*�"��	 9�����#	 S 	 4,	 ���"��	 6���9�	 ���%�	
�� "�"*#	 /���	 cosS a ,	
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14.  �����(��	4	"� ��	$"0%�	�2	6���9�	6��M�������	���%#	0� ! �����	4	
6���9�	 ���%��	&	82	6���9�	6��M�������	 ���%#	 	 ;�	0�! �����	6���9�	
���%��,	

	�2	 $"0%���	  ���"���%)	 ��	 6���9�	 ���%��	
�<#��"�	 "� ��*!	 �� �����"�#	 ��(�*��	 "�,	
�* 	"�"	6���9�	 ���%��	 �<#��"�	"� ��*!	 ��3
 �����"�#	��(�*��	"�)	�0�	6���9�	6��M���3
������	 ��.����	4	 ���%��	 �"�9���	H�:���9��	
 "�!����(	1!"*	5�$��	R3�	/������#2,	
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4
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���%�	  �'�"�#	 0������ �'	 ��'�'�"���	
!��"�%	 OK)	 OM)	 ON	 ��''�����.�"�#	 &	
6���9�	 A	9�9��#	���.�"�%	 K)	M	&	N	 "!"���,	

	�*!	 "�"%	 ��''����.�"��	 �"��"��+ AKO)	
AMO)	 ANO	 �� �����"�#	  /��"�	 6���9�	 ��*3
!"��	 &	 ���%�	 ����������	  �=���	 "� ��*!	
�� �����"��	 9�����	 �� �����"�#	 &)	 #*!	
5�$��	 0������)	  /��"�	 a ,	 AKO)	AMO)	ANO	
��''�� ����	 "<�� �����"��	 ����*	 *���	 �� 3
�����"��	 4/	  /��"�	 090 a- ,	 ��$	 ��''�� ����	
"<�� �����"�#	  /��"�	 ��(�*��	 #*!	 4:�	 &	 ����	 �<#��"�	 � � ���,	

"�:���.	  �"!&�)	 ��	 O3�	 ��(�*����"<	 4	 6���9�	 ���%�	  �'�"�#	
0������ �'	 ��'�'�"��.)	 ��*��%�	 ���%�	 "<�� ����	 �<9���	
H�:���9��	 "�!����	4,	
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